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NOTA: conforme vayas avanzando en tu aprendizaje debes realizar uno de los ejercicios. Copia y desarrolla cada
ejercicio en hojas blanco bond, realiza cada grafica en hojas milimetradas y sigue las instrucciones de tu
catedratico(a) para entregar.
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SISTEMAS DE TRES ECUACIONES DE PRIMERO GRADO CON TRES INCOGNITAS

Un sistema de ecuaciones (lineales) es un conjunto de _ - _
ecuaciones (lineales) con varias incégnitas. Generalmente, Lo que hace una ecuacion con varas incognitas es
las incognitas aparecen en varias ecuaciones. Resolver un relacionarlas entre si.

sistema consiste en encontrar los valores de todas las

incognitas para los cuales se verifican todas las ecuaciones que conforman el sistema. Si alguna de las ecuaciones
no se verifica, entonces no se trata de una solucion.

v" Si hay una Uunica solucién (un valor para cada incdgnita) decimos que el sistema es compatible
determinado (SCD).

v" Si hay varias (en este caso hay infinitas) soluciones, decimos que es compatible indeterminado (SCI).

v Si no hay ninguna, y esto ocurre cuando dos o mas ecuaciones no pueden verificarse al mismo
tiempo, decimos que es incompatible (SI). Por ejemplo, el sistema de ecuaciones:

Y = 0
2rt+y =
2r+y = 2

es incompatible va que la segunda ecuacion exige x = 0 v la tercera, x = 1.

En esta seccidn vamos a resolver sistemas mediante el método de eliminaciéon de Gauss, que consiste simplemente
en realizar operaciones elementales fila o columna sobre la matriz ampliada del sistema hasta obtener la forma
escalonada o escalonada reducida (Gauss-Jordan).

Sin embargo, cabe decir que probablemente el método mas rapido es estudiar el rango de la matriz para
determinar el tipo de sistema. Si es SCD, aplicamos Kramer. Si es SCI, eliminacion de Gauss. Si es SI, no
necesitamos realizar calculos.

Es importante que recordemos... En un sistema de ecuaciones, una operacion elemental fila consiste en:

v' Multiplicar toda una ecuacion por en escalar no nulo.
v' Intercambiar el orden de las filas.
v' Sumar a una ecuacion otra ecuacién multiplicada por un escalar.

Este tipo de operaciones no alteran la solucion del sistema. Es por esto que decimos que los sistemas
son equivalentes.

SOLUCION POR METODO DE ELIMINACION DE GAUSS

En esencia consiste en hacer, al sistema de ecuaciones lineales, determinadas transformaciones elementales a fin de
obtener un sistema escalonado (un sistema es escalonado cuando cada ecuacion tiene una incdgnita menos que la
anterior), mas facil de resolver. La idea del método es muy simple: ir reduciendo en cada paso el problema a un
problema que tiene una ecuacidon menos y una incognita menos.

Este método es mejor conocido como método de eliminacién de Gauss. El procedimiento es el siguiente:

1. Tomando como base el signo de una de las incognitas de una ecuacién, se procura que en las otras
dos ecuaciones esa incégnita tenga la misma magnitud y signo contrario, para que al sumarlas
miembro a miembro se elimine dicha incdgnita, dando lugar a que en todas las ecuaciones
desaparezca, excepto en una.

2. Se procura que otra de las incdgnitas tenga el mismo coeficiente en cualquiera de las dos ecuaciones
reducidas para que, al sumarlas miembro a miembro, se elimine dicha incognita, dando lugar a una
ecuacion con sélo la tercera incdgnita, misma que se despeja.

3. Con un valor conocido, se sustituye en la ecuacion reducida para obtener el valor de otra incognita a
través de un despeje.
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4. Con los valores de dos incognitas se sustituye en la ecuacion que no fue reducida, y mediante un
despeje se obtiene el valor faltante.

Por ejemplo: resolver los siguientes sistemas aplicando el método de eliminacién de Gauss.

2x+3y—5z=-13
4x+5y—2z=3
—6x—2y—3z=—-12

Solucion: la primera ecuacion se multiplica por — 2 y se suma a la segunda. La primera ecuacién se multiplica por 3
y se suma a la tercera:

2x+3y—5z=—-13
—y+8z=29
7y—18z=-51

La segunda ecuacion se multiplica por 7 y se suma a la tercera:

2x+3y—5z=-13

—y+8z=29
38z=152
de la tercera ecuacion se despeja z:
22224
38

se sustituye este valor en la segunda ecuacion y se despeja y:

—y+8[4)=29=>—y+32=29=>—y=29—32=—3=>y:—’?=3

estos valores, se sustituyen en la primera ecuacion y se despeja x:
2x+313)—5(4):—13=>2x+9—20:—13=>2x:—13—9+2o:—2=>x:_72:—1

Por lo tanto la solucién del sistema es: x=—1y=3z=4

2(—1]+3(3)=5(4)=2+9—-20=—13
Comprobacion:| 4(—1|+53|-2(4)=—4+15—-8=3
—6(—1]|-2(3]-3(4]=6—6—12=—12

GAUSS Y GAUSS - JORDAN

La diferencia entre los métodos de Gauss y de Gauss-Jordan es que el primero finaliza al obtener un sistema
equivalente en forma escalonada, mientras que el segundo finaliza al obtener un sistema equivalente en forma
escalonada reducida.

1. Aplicamos el método de eliminaciéon de Gauss-Jordan. Obtener la forma escalonada reducida de la
matriz ampliada del sistema de ecuaciones mediante operaciones elementales fila (o columna).
Una vez tenemos la matriz en forma escalonada reducida, la obtencién de la solucién es inmediata.
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2.

Aplicaremos el Teorema de Rouché-Frobenius para determinar el tipo de sistema. Sea A-X = B un
sistema de m ecuaciones lineales con nincégnitas (sobre un cuerpo en general),
siendo m y n naturales (no nulos):

v' A-X = B es compatible si, y solo si, rango( A ) = rango (A|B).
v A-X = B es compatible determinado si, y sélo si, rango(A) = n = rango(A|B).

las operaciones elementales fila y columna nos permiten obtener sistemas equivalentes al inicial pero con
una forma que facilita la obtencién de las soluciones (en caso de haberlas). Asimismo, existen herramientas mas
rapidas para hallar las soluciones de los sistemas compatibles determinados, como la Regla de Kramer.

EJERCICIO 01: resolver los siguientes sistemas de ecuaciones por medio del método de eliminacién de Gauss o

Gauus-Jordan.

1. 2. 3.
K42y -3Z2=-16 ¥ +4y-82=-8 X—y+7 =3
3% +y-2z=-10 4% +8y-z=76 2y +37 =15
2 —3y+Z=-4 8x - y—4z =110 3w 4y =12
X = y = Z = X = y = z = X = y = Z =
4. 5. 6.
X =3y +4z = 21 Sty +z =1 Sx+2y=2
Zx+y—7=-18 Sx+3y +4z =2 2x+y—z=0
I~ y+37 =12 x+y-z=1 2x+3y—z=3
X = y = Z = X = y = zZ= X=__Y= zZ=
7. 8. 9.
2x—y+3z=5 x+2y+3z=1 x—y+SZ:J§
2x+2y+3z=7 —3x—2y—z=2 JSx+z=13
—2x+3y=-3 4x+4y+4z=3 2 5
—x++3 y+2z==
5 2
X = y = Z = X = y = zZ=
X=_y= Z =
10.
2x+3 y+z=1
3x—2y—4z=2
Sx—y—z=4
X = y= zZ =

Para mayor comprension del alumnado, y mayor facilidad de su explicacion podra observar la solucion del primer

ejercicio:

¥+ 2y —3Z=—"186
In+y—2z=-10
2 —3y+z=—4

Fasos

1. Suprimimos la x de la segunda ecuacion, reduciendola
con la primera.

Multiplicamos la 12 por (-3} y sumamos las dos.

Obtenemos la segunda ecuacion ya sin x.
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13 - -16 - 3)

72 { = -10 7 {

Sumamos las dos ecuaciones para obtener la segunda

—3x -8By +9z 48
In+y-22 =-10

¥+ 2y - 37
In+y-22

ecuacion transformada.
22 = 0x-5y+7Zz=238

2. Suprmimos la x de latercera ecuacion,
reduciendola con la primera.
Multiplicamos la 12 por (-2) ¥ sumamos las dos.

ecUacidn transformada.
3@ = Ox-Ty+7z=28

4. Eliminamaos la y de la 3% reduciendola con la segunda.
Obtenemos la 3% ecuacion ya sin y.

5. Con el sistema escalonado obtenemos las soluciones.

® |x+2y -3z = -16
28 c0-5y+7z = 38
3% |0+ 0y+14z =126

Obtenemos la 37 ecuacidn ya sin x.
18 1% (-2} 32

vl T

Sumamuos las dos ecuaciones para obtener la tercera

K+2y-3Z =-16
20-3y+z =-4

2% -4y + 6z
2x-3y+ 7

—

3. Escribimos el sistema obtenido.

1 |x+2y —37 =-16
28 s0-Hy+7z = 38
3@ |0-Ty+7z =28
22 (7) [-5y+7z =38 -35y+49z =266
%
32 (-5) |-Ty+7z=28 +35y - 352 =-140

32— 14z =126

— Calculamos z enla 32 ecuacian.
14z =126 — z=9
— Sustituimos z enla 22 y calculamos la v
-5y +7(91=38 —= y=5
- Sustituimos z e ven la 12 para calcularla x.
X+2(5)-3(9)=-16 — x=1

Para comprobar si las soluciones son las correctas, es necesario que sustituyas los valores encontrados de las

incognitas en el sistema de ecuaciones original.

Para mayor comprension del alumno/a; y mayor facilidad
ejercicio:

x-3y+dz=21

de su explicacidon podrad observar la solucion del cuarto

Hacemos cero la v de la fila 3 operando con la fila 2

Resolver el sistema: <3x+y-z=-18 E_F _oF F, |x-3y+4z=21
2x-y+3z=12 —2 2 "2 5 F, {0-10y+13z =81
F, [0 0+3z =21

Hacemos cero |las x de las filas 2 v 2 operando con la fila 1 " — A N 2_,
F, [x-3v+4z=21 o, e v F, [x=3y+4z =21 3
F Ay zeatg—o o T s E o dooqogsiazagy COlCUSMOSYOelal;
Fa [2x-y+3z=12 Fo |2x-y+3z2=12  _10y+13z=81 - -10y+13.7=81 > =53_1_1§1=1

" SR Calculamos x de la F,

FooF-fF 1 |7oy*eEs X-3y+4z=21 — x=2143.1-4.7 —>x=-4

—2— 1 3, F, {0-10y+13z =81

G (B=9y¥Eai=al Solucion: x=-4 y=1z=7
SOLUCION METODO POR DETERMINANTES
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La Regla de Kramer se puede generalizar para resolver Sistemas de Ecuaciones Lineales de n ecuaciones con n
incégnitas, quedando escrita de la forma siguiente.

ﬁx, y:ﬁ—‘y, :z.':E....z'—ﬂlz

T As s s T s

X

Dénde:

3| Representa cualquiera de las “n” incégnitas.
ﬂ-fl Es el determinante de los coeficientes de las incognitas con las ecuaciones ordenadas del sistema de ecuaciones.

ﬂxl Es el determinante que se forma cuando se sustituye los términos constantes sobre la columna de la
incognita 3| enﬂ‘l.

Por ejemplo: resolver el Sistemas de Ecuaciones Lineales dado usando la Regla de Kramer.

x4+ 2y - z =
Ex - ¥ + = =
dx + oy - dz = -1

Solucion: realizaremos cuatro pasos en la solucidén de un Sistema de Ecuaciones Lineales que son las siguientes:

Se calcula el delta del Sistema (Ds) formado por los Coeficientes del sistema de ecuaciones lineales. (Por cualquier

método):
1 2 -1
Ae = -1 1
1 -4
-1 1 2 -1 2 =1
As=1 —2 +(2)
1 -4 N -4 -1 1
As=14 -1 -2-84+D+2(2-1
he=34+144+2=19
he=19
Conclusién: como he # ¢] hay solucién unica.
Calculamos ahora las deltas: &x,ﬂ_yl y 15-2' quedando formados como sigue:
22 -1 15 -1 1 2 3
Ax=|T7 -1 1 by =12 7 1 hz=l2 -1 7
-1 1 -4 2 -1 -4 2 1 -1

Observen como los términos constantes ocupan la columna de la incégnita a calcular (marcada con asterisco)
quedando:

Ax =57 Ay =18 Az = 34

A\

Los calculos se dejan como ejercicio al estudiante. Se calculan las incognitas “x”, “y” y “z"” usando la Regla Kramer.
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i% Ay
T TR TR
5 14 3
= Y= 773
x=73 y=1 =2

Se comprueba la solucion por sustitucidon en cualquiera de las ecuaciones dadas.

x + Zdy - z =
30+ 201) - 2 =
34 2 - 2 =

EJERCICIO 02: resolver los siguientes sistemas de ecuaciones por medio de la Regla de Kramer.

1. 2. 3.

2Xx-y+zZ=3 Xx+y+z=1 X+ Y+ Z=1

2y-z=1 X-y+z=1 X-2y+3z=2

X+ ¥ =1 x+y+z=1 X +Z=25
4. 5. 6.

2% -y -2Z = -2 X +2y -2 =10 Ix+2y+z=2
-X+yY+Z=0 Ax-y+z=4 —2x +y—7z=0
X-2y+z=8 2N+ YT == 3x—y+8z=2
7. 8. 9.

—x+2y—2z=1 x—2y +3z=0 V3x+2vV3y+2V3z= /3
—3x +5y—z=2 —3x +4y—-5z=0 2x  +y —z=0
—x+y+9z=-1 —x—T7y+8z=0 2x -2y +10z=2
10.

3x+2y—z=12

x—y+4z=19

S5x—3y+z=8

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA

Sabemos que una ecuacidon es una relacion matematica entre nimeros y letras. Normalmente se trabaja con
ecuaciones en las que so6lo hay una letra, llamada incognita, que suele ser la x.

Si en la ecuacion la incégnita estd elevada al cuadrado, decimos que es una ecuacion de segundo grado
(llamadas también ecuaciones cuadraticas), que se caracterizan porque pueden tener dos soluciones (aunque
también una sola, e incluso ninguna).

Una ecuacion cuadratica con coeficientes reales es una ecuaciéon de la forma.

ax* +bx+c=0, a0
Siendo a, b, y c nimeros reales.

A continuacién te damos ejemplos de ecuaciones cuadraticas:
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X =4x=0; 2x =3x+1=0; x +5x+6=0; 5x =20=0; x +1=0
RA1IZ O SOLUCION DE UNA ECUACION CUADRATICA

Un nimero 7 es una raiz, o una solucién de la ecuacién cuadratica g x>+ bx+c=0, si y solo si, al sustituir x por 7,

se cumple la igualdad. Es decir, g« 17>+ b r+c=0
METODO DE FORMULA

Resolver al ecuacion ax2+ bx+c=0, siendo a #0 (expresada en la forma candnica).

3 b
a x*+—x|=-c

, b c
X +—x=——
a a

I bY ¢ (bY
X H—x+|—| =——+|—
a 2a a 2a

( sz —dac+b*
x+—| =—F—

2a da
ety [Fotac
2a da”
re b i A Bt —dac
2a 2a

Por lo tanto, las raices de la ecuacién cuadratica g x>+ bhx+c=0 (escrita en la forma candnica) se pueden obtener
usando la férmula:

x:—bi\/b2—4ac
2a

METODO DE FACTORIZACION
Cualquier ecuacion de segundo grado o cuadratica se puede expresar de la siguiente forma:
2 _
ax” +bx+c=0

Donde a, b y ¢ son unos pardmetros que habra que sustituir por los niumeros reales que corresponda en cada caso
particular.

Partiendo de,
ax”+bx+c=0,en donde a, by c son constantes, cona e IRb = IRyc € R,
ademas a =0 v x es la incognita real
5 o C i .
x4 Ex + = =0, dividiendo por a ambos lados de la igualdad.
Por ejemplo:
2 +3x=-2=0
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Esta ecuacion puede ser resuelta, por medio de la factorizacion de un polinomio y la propiedad absorbente del cero,
este método justifica en parte del épara qué de la factorizacién?

Factorizando por medio de inspeccion obtenemos,

(x+2)(2x-1)=0

Utilizando la propiedad absorbente del cero tenemos que:
x+2=006 2x=-1=0
—Dx==1 y 2x=1

1
x=-=
2
, , 1
~ el conjunto solucidnes § = {E’ —2}.

METODO FORMULA CUADRATICA

Para obtener la formula para resolver ecuaciones de segundo grado, tomamos la ecuacion general

ax® +bx+c=10
y resolvemos para x, en funcion de los coeficientes a, b y ¢, por el método de complecién del cuadrado; de esta
manera obtenemos una formula que podremos memorizar y utilizar siempre que se conozca el valor de a, by c.
Para empezar haremos igual a 1 el coeficiente principal. Para ello, multiplicamos por 1/a ambos miembros de la
ecuacion. Queda asi:
b e

4+l +I=0
o )

Sumamos -¢/a a ambos miembros de la ecuacion para suprimir ¢/a del miembro izquierdo.

b c
el =-=
it it

Ahora completamos el cuadro del miembro izquierdo; para ello, sumamos a cada miembro del cuadrado de la mitad
del coeficiente de x;

Luego, factorizamos el miembro izquierdo de la ecuacién y la resolvemos por medio de la raiz cuadrada.
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by b%-dac
r+—| =
2 Aa®
b b —dar
It+t—=
Dax A’
2
x:—ii & —dac
2 4a?
_ b b —dac
2a 4q*
Obtenemos esto:
x_—bi-\l"bz—dlar:

2a
Esta ultima ecuacién se llama formula cuadratica. Es necesario memorizarla y emplearla para resolver ecuaciones
cuadraticas, cuando no dan resultado métodos mas sencillos.

Observa que b?-4ac recibe el nombre de discriminante y nos proporciona la siguiente informacion util respecto de las
raices:

b*—4ac
ax*+bx+c=0

Posibilidades de solucion:

Positivo.

Dos soluciones reales.
Cero.

Una solucidn real.
Negativo.

Dos soluciones complejas.

ASANENENENEN

Por ejemplo:

2 e 7 g,
Resuelve £x° —4x—3=0 por la formula cuadratica.

Solucién: notamos la férmula cuadratica e identificamos: a=2, b=-4 y c=-3.

_—bta[b —dad

r=— !
et

Sustituimos la formula y simplificamos:

e

x
2(2)
4016424
r=—————
4
4+-440
r=
4
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EJERCICIO 03: a continuacion se te presentan ecuaciones cuadraticas y ecuaciones que debes convertirlas en
cuadraticas (todas de una sola incdognita). Debes de emplear el método adecuado para encontrar la/s solucion/es de
cada una de ellas.

1.(x+3)(2x—1)=9 2.[x+5|[x—2)=0 3.31°+8y-9=2y
4.9x*—4=0 5.a°—14a=—45 6.x°+6x—16=0
7.x°—6x+8=0 8. x’+4x—21=0 9. x*+9 x+20=0
10. =2 x*+3x+2=0 11. x*~3x—70=0 12.x°— 18 x+80=0
13.x°~9x—36=0 14.x°+2x—48=0 15. x> +x—72=0

INVESTIGACION PARA NOTA FINAL:

1. Debes investigar el concepto de Sistemas de Ecuaciones con Dos y con Tres Incdgnitas. Describe el
procedimiento que es necesario realizar para su solucién. Incluye por lo menos 3 ejemplos (desarrollados)
de Dos y Tres Incégnitas, y explica paso a paso (con tus propias palabras) la solucién de cada uno.

2. Sigue las instrucciones de tu catedratico(a) para su presentacion.

3. Tu catedratico(a), realizara una prueba sobre estos dos temas de investigacién (te pondra a solucionar
problemas), por lo que debes realizar dicha investigacidn a consciencia; ya que depende de ello dependera
tu final.

4. Tu catedratico(a) te indicara cdmo te evaluara.

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO
SOLUCION POR COMPLETACION DE CUADRADOS
Se llama método de la completacion de cuadrados porque se puede completar un cuadrado geométricamente, y

porque en la ecuacidon cuadratica se pueden realizar operaciones algebraicas que la transforman en una ecuacion del
tipo:

(ax+b)’=n

en la cual el primer miembro de la ecuacion (ax + b) 2, es el cuadrado de la suma de un binomio.

Partiendo de una ecuacién del tipo:
X +bx+c=0

por ejemplo, la ecuacion:
X 2+ 8x = 48 , que también puede escribirse x 2+ 8x — 48 = 0

Al primer miembro de la ecuacién (x 2+ 8x) le falta un término para completar el cuadrado de la suma de un
binomio del tipo:

(ax + b)?
Que es lo mismo que:
(ax + b) (ax + b)
Que es lo mismo que:

(ax) 2+ 2axb + b 2
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En nuestro ejemplo:
x 2+ 8x = 48, el 8 representa al doble del segundo numero del binomio, por lo tanto, ese nimero debe ser
obligadamente 8 dividido por 2 (8/2), que es igual a 4, y como en el cuadrado de la suma de un binomio ( a2+
2ab + b ?) el tercer término corresponde al cuadrado del segundo término (4 2= 16) amplificamos ambos
miembros de la ecuacién por 16, asi tenemos:

X2+ 8x + 16 =48 + 16

X2+ 8x + 16 = 64

la cual, factorizando, podemos escribir como sigue:

(x+4)(x+4) =64
Que es igual a:

(x+ 4)%=64

Extraemos raiz cuadrada de ambos miembros y tenemos:
J(x +4Y = /B4

X+4=8

Nos queda:

Entonces:

XxX=8-4
XxX=4

Se dice que "se completé un cuadrado” porque para el primer miembro de la ecuacion se logré obtener la
expresion (x + 4)2, que es el cuadrado perfecto de un binomio.
Veamos otro ejemplo:
Partamos con la ecuacion
x>+ 6x—-16=0
Hacemos:
x>+ 6x = 16

Luego, a partir de la expresién x 2+ 6x (primer miembro de la ecuaciéon) debemos obtener una expresion de la
forma (ax + b) 2 (cuadrado de la suma de un binomio).

2
g+
2

(Para encontrar dicho término en cualquier ecuacidon siempre debemos dividir por 2 el valor real del segundo
término vy el resultado elevarlo al cuadrado).

Para encontrar el término que falta hacemos:

Ahora, para obtener la expresion completa se suma 9 a ambos miembros de la ecuacion:

x2+ 6x =16
xX*’+6x+9=16+9
x’+6x +9=25
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factorizamos, y queda:

(x +3)(x+ 3) =25
(x + 3)>= 25

La expresion x 2+ 6x se ha completado para formar un cuadrado perfecto, en este caso (x + 3)?, y asi la ecuacién
se resuelve con facilidad:

Extraemos raiz cuadrada:
|I 2
(x+3) =@ , Y queda

(pues 5%=5 ytambién (-5)?=5

x+3=5 y x+3=-5

Entonces:
x=5-3
x=2
Y
x=-5-3
x=-8
La ecuacién 1 da x = 2y la ecuacion 2 da x = —8.

Otro ejemplo para analizar y estudiar:
Resolver la ecuacion: x2-6x + 8 =0

Veamos: Con los términos x 2y —6x podemos formar el cuadrado de binomio (x — 3)?, pero nos faltaria el término
igual a 9, por lo tanto, dejamos las equis (x) a la izquierda y pasamos el 8 a la derecha de la igualdad:

x*-6x=-8

y sumamos 9 a ambos lados de la igualdad para que a la izquierda se forme el cuadrado de binomio:
¢Como encontramos el término que falta?, haciendo:

X 2- 6x = —8 /+9 (sumamos 9 en ambos miembros de la ecuacién)
X*’—6x+9=-8+9
(x-3)%=1

Extraemos las raices cuadradas:
(x—3) =+
y queda

XxX-3=1yx-3=-1

Si:
x-3=1
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x=1+3
xX=4

Si:
x-3=-1
XxX==-1+3
x=2

Porlotanto x1=4yx.=2

Debemos hacer notar que el método de completar cuadrados terminara en lo mismo que la formula general, porque
es de este método de donde sale dicha formula, usada en el método que vemos a continuacion.

Aqui debemos anotar algo muy importante:

,EE
En la formula para resolver las ecuaciones de segundo grado aparece la expresion — dac . Esa raiz cuadrada
solo existird cuando el radicando (b? — 4ac) sea positivo o cero.

El radicando b >— 4ac se denomina discriminante y se simboliza por A. El nimero de soluciones (llamadas
también raices) depende del signo de A y se puede determinar incluso antes de resolver la ecuacion.

A=k -4.a.¢

Entonces, estudiando el signo del discriminante (una vez resuelto), podemos saber el nimero de soluciones que
posee:

Si A es positivo, la ecuacion tiene dos soluciones.
Si A es negativo, la ecuacidn no tiene solucion.
Si A es cero, la ecuacidn tiene una Unica solucion.

En el ejemplo anterior el discriminante era A = 49, positivo, por eso la ecuacidon tenia dos soluciones.

Obtendremos dos soluciones, una cuando sumamos a — b la raiz y lo dividimos por 2a, y otra soluciéon cuando
restamos a — b la raiz y lo dividimos por 2a.

TRABAJANDO CON ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO
Como lo dijimos al comienzo, cualquier ecuacion de segundo grado puede, mediante transformaciones, expresarse
en la formaax2+ bx + ¢ = 0, donde a, y b son los coeficientes de los términos x 2y X, respectivamente
y c es el término independiente.
ECUACION DE SEGUNDO GRADO COMPLETA
Una ecuacion de segundo grado es completa cuando los tres coeficientes a, b, y ¢ son distintos de cero.
Entonces, la expresién de una ecuacién de segundo grado completa es:
ax?+bx+c=0

ECUACION DE SEGUNDO GRADO INCOMPLETA
Una ecuacion de segundo grado es incompleta cuando los términos b o ¢, o ambos, son cero.
(Sia =0, la ecuacién resultante seria bx + ¢ = 0, que no es una ecuacién de segundo grado.)
La expresion de una ecuacion de segundo grado incompleta es:

ax2=0; si b=0 y c=0.

ax?+bx=0; si c=0.
ax2+c=0; si b=0.
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EJERCICIO 04. RESOLVIENDO Y APRENDIENDO...
1) Resolver: — 5x%+ 13x+ 6 =0

Se identifican las letras, cuidando que la ecuacion esté ordenada respecto a la x, de grado mayor a menor. Con esta
condicion tenemos: a=-5; b=13; c= 6.

Se aplica la formula:

L1221 4.0§ 6 _ 13+, fI60—(120) _ 13 + /289

2 .(-5) —10 —10

Como la raiz buscada es 17 (el cuadrado de 17 es 289), se tiene entonces que:

. — —13+17
10

Segun esto, tendremos dos raices diferentes, una usando el signo + y otra usando el signo —.

Llamaremos X 1y X »a las dos soluciones, que seran:

13417 _ 4 2

YT T s
L —13-17 30,
S TR T

Ambos valores de x satisfacen la ecuacion, es decir, al sustituirlos en ella producen una identidad. Al procedimiento
de sustituir para probar si los valores hallados satisfacen la ecuacion se le denomina verificacion.

Probando con x = 3. Resulta: =5 o (3)2 + 13 e (3) + 6 = —45 + 39 + 6 = 0, tal como se esperaba en el
segundo miembro.
2
Probando con: = 5, se tiene
3 4 G
—5[—2) +13[—2]+6 =—5[i]+(—§J+6 - AW 2 e 43 e W o si5o0
5 5 25 5 X5 5 5 5 g
& 1
2
Como ambas respuestas producen identidades, ahora es seguro que 3 y 5 son las raices de — 5x 2+ 13x + 6 =

0.
2) Resolver: 6x — x2=9

Hacemos los cambios necesarios para que la ecuacidon tenga la forma conocida. Trasponiendo y cambiando de lugar
resulta:

— x 24 6x — 9 = 0. Ahora se identifican las letras:

a=-1; b=6; c= -9y se aplica la formula:
(o BENE 4.9 _ 6+36-36 _ 6440 _ 6 _,
2-(-1) =2 2 T3
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El discriminante (A) es igual a cero, por lo cual se producen dos raices iguales a 3, es decir, X 1= X = 3.

Sustituyendo los valores en la ecuacion original, se verifica que: 663 — 32 = 18 - 9 = 9 con lo cual se ha
comprobado la respuesta.

EJERCICIO 05. PROBLEMAS A RESOLVER POR MEDIO DE ECUACIONES CUADRATICAS...

En los siguientes ejercicios mostraremos algunos planteamientos que pueden expresarse como una ecuaciéon de
segundo grado.

Para hacerlo, hay que entender la Idgica del problema, identificando como x a una de las variables que el problema
establece; luego deben escribirse las relaciones entre la variable, de acuerdo al planteamiento y, finalmente, se
resuelve la ecuacion.

Hay que destacar que sélo la experiencia mejora los resultados.

PROBLEMA 1. La suma de dos numeros es 10 y la suma de sus cuadrados es 58. Halla ambos nimeros.

PROBLEMA 2. El largo de una sala rectangular es 3 metros mayor que el ancho. Si el ancho aumenta 3m vy el largo
aumenta 2m, el area se duplica. Halla el area original de la sala.

PROBLEMA 3. Halla el drea y perimetro del tridngulo rectdngulo mostrado. Las dimensiones estan en metros:

EJERCICIO 06.

RESOLVER LAS SIGUIENTES ECUACIONES CUADRATICAS:

1. 7x*+21x—-28=0
2. x*+4x-7=0
3. 12x*-3x=0

4. 4x*-16=0

HALLA LAS SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES:

5. w4125 -Bdx® =10
6. x =13
+

|
» &
RESUELVE:

7. xX*—61x>+900=0
8. x*—25x%+ 144 =

9 o+ d-1=2x
10. 3.5 -1 +11 = 2x¢

HALLAR LAS RAICES DE:
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11.2x* - 7x*+8x-3=0
12.x* - x*-4=0
13.6x3+7x*— 9% +2 =0

SISTEMAS DE SEGUNDO GRADO CON DOS INCOGNITAS
Recordemos que un sistema de ecuaciones es el producto de los grados de las ecuaciones que lo componen.

Un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas de segundo grado esta formado por una ecuaciéon de primer grado
y otra de segundo grado, su forma normal es:

mx* +ny” + pxy+rx+sy+qg=0
ax+by+c=0

a,bcmn, p.r.s,.ge R

Normalmente se emplea el método de sustitucion para resolver éste tipo de sistemas, se despeja una incognita de la
ecuacion de primer grado y se sustituye en la ecuacion de segundo grado, resultando una ecuacion de segundo
grado con una sola incognita.

Por ejemplo:

3x+y=35 x+y=8

Aplicando el método de sustitucién a un sistema de dos ecuaciones de segundo grado se llega a ecuaciones de
cuarto grado que solo podemos resolver en casos especiales, por ejemplo, si es bicuadrada.

Por ejemplo:
2 N cdi. (L > =y
2x" +y" =17 i d s 2x° =3y  —dx+6y=06
x-y=6 8x? —y?==2 x“+y  +3x-2y=18

EJERCICIO 07. Resuelve los siguientes sistemas no lineales con dos incognitas.

NOTA. Paso a paso, y con la instruccion de tu catedratico estudia la solucion al Sistema 1) y Sistema 12) luego,
resuelve los demas sistemas.

SOLUCIONANDO PARA APRENDER A SOLUCIONAR...

x+y=10
1) -
x +y =68

Despejamos la variable x en la primera ecuacion: x+y =10 & x=10-y
Sustituimos en la segunda ecuacion:

X>+y?=68 = (10-y)?+y*=68 = 100-20y+y’+y>*=68 = 2y?-20y+32=0

Simpificamos la ecuacién dividiendo entre 2 : y?-10y + 16 =0
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(10 i\’[—lof -4-116 1036 _ 10x6 |¥ =8

¥
2.1 2 2 y = 2
Siy=8 = x=10-y=10-8=2
Siy=2 = x=10-y=10-2=38
El sistema tiene dos soluciones: x; =2 , y1=8 ; X2=8 , y,=2
3 1 3
X ¥
12)
4 4 10
J— +_:_
X ¥y 3

Realizamos los siguientes cambios de variable:

W=
Il
—t
Il
3]

R

De esta forma obtenemos el siguiente sistema:
4=z =E
2
dt+ 4z =E
3
A continuacion quitamos denominadores:
bt+2z=73
12t+122=10

Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales por el método de reduccion:

Despejando la ecuacidn resultante tenemos que:
z=1/2

Sustituimos el valor de z para calcular t:
6t+2z=3

6t+1=3

6t =2

t=1/3

Por ultimo tenemos que deshacer el cambio de variable:
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x 3 y 2
Por lo tanto las soluciones son:
X =3 y =2
X+y=10 X—3y=12 + 2=239
1) {z 2 _ 2) {: 2 3) (x+7)
x +y =68 x -y =7 X2+y2=169
(x+y=7 x- ¥ = 1200 6 X-V=X+¥
9 ‘l+l=i 3) x_1 X+y=3x — 3¥
x ¥ 12 y 3
[ 20x — 16y — xy =22 48
Y _g6 8) X =2
7 os 2 x-¥=1 9) ¥
1.i=+y2=(3.:+y—3)2 X +y' =100
Xy =240 X+y=25 3,13
10) 4 %* 1) <1 1 1 o XY 2
E}'=3ﬁﬂ _+_:E ) 4 4_10
X ¥ X ¥y 3
Sx-3dv-z7=1
x +dy -6z = -1 Xty =7 x%+y? =169
13) Ox +3y +dz = 9 14) Ixy =12 15) x+y =17
e -2y +1 =x 242 =
16) 17) D 18) |XHY=T
M”;‘*?:S Xty =7 xy=12
19) x+y=10 20) ;c+y2=9
xy=16 x+y =41
ECUACIONES BICUADRADAS
Son las ecuaciones de cuarto grado que carecen de términos de grado impar.
Ejemplo: *' —20x" +64=0
Puedes observar que: 1° es una ecuacion de cuarto grado 2° carece de términos con exponente impar.
¢CUANTAS RESPUESTAS O RAICES TIENE UNA ECUACION DE 4° GRADO?
Las ecuaciones de cuarto grado tienen 4 respuestas.
éCOMO SE RESUELVEN?
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Lo mismo que las ecuaciones de 2° grado pero haciendo un pequefio cambio: al término en ¥ o sustituimos por y.

2 4 2y e
Si X lo sustituimos por "y" el valor de X lo sustituiremos por (x ) que equivale a (3) Y Teniendo en cuenta
4 2
el contenido de las lineas anteriores la ecuacién bicuadrada: ¥ —20x +64=0

podemos escribir: ¥ =20y +64=0

Ahora lo resolvemos como una ecuaciéon completa de 2° grado:

203420 -4x64 20%12 [y, =16
. 2 2 v, =4

como "y" equivale a X*, podemos escribir : X" =16 de donde el valor de * =*~16=%4
Tomando la otra respuesta de y, y. = 4; x* = 4 de donde el valor de x = ﬂ:\/4 ==+2

x, =4
_ x;=—4
Las respuestas de x som.
X, =
x5 ==2

Resuelve la siguiente ecuacion bicuadrada:

4x* =372 +9=0

Respuestas:
1
X =3x="3x=—x,=—
2
Solucion:
Haciendo y = x*
y2=x*
Sustituyendo estos valores en la ecuacion dada :
- 9
4 3 37E437" —4x4x9 37+£35
4_)!“—37}}“ +9:O;y: i = =g
8 8 —
4
. 1 1
Las raices de x son : i\@ =43y & i = iz

AulaFacil .com

EJERCICIO 08. Calcula las respuestas de x en las siguientes ecuaciones:

D ¢ 5@ 44=0 2 9’ -10x +1=0 e

9 B.I, et g © 22’ t1=0
Vo«

7) IR 8) st 13:2436=0 9) zt — T4z® +1225 =0
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10) zt 52 +6=0 11) ' 2az’ ta® a=0,a>1
JPor que crees que seexige a = [ 7
13) 14) 1 gz2 — ¢

'+ 227 =0

METODO DE SOLUCION GRAFICO
Resolver un sistema formado por una parabola y una recta.
SOLUCIONES POSIBLES

1. Dos soluciones. La recta y la parabola se cortan en dos puntos.

12)

15)

X

a

10x2 + 9 =0

2. Una solucion, en este caso la parabola y la recta tienen un Unico punto en comun, son secantes.

3. Ninguna solucion, la parabola y la recta no se cortan, el sistema es incompatible.

Resolver analitica vy graficamente el sistema:
Y=X°-%X-6

{2>< -y—-6=0

Resolvemos porigualacion.

Despejamos v en la sequnda ecuaciéon y resolvemos.

y=2%x-6 — x*-x-6=2x-6 —x*-3x=0

=0 —vy :—6

.:‘,1 . .

X(x=-3)=0 —5

X, =3 —Y,=0

v' Las soluciones son los puntos de corte entre ambas ecuaciones.
v'  El sistema es compatible.
v' La parabola y la recta se cortan en dos puntos.

GRAFICAMENTE

Representamos la recta y la parabola y vemos que se cortan en los puntos (0, -6) y (3, 0).
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1.
2 | 1
A=|0 -1|=3
-1 1 0
3 -1 1 2
| 2 -1 0
1
ool 1 01 3 4 gt 1 9OL.O
3 3
2.
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1 1
A=|1 -1 =-4
-1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 1 1 1 1 =1 1
1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -4
x=—=£=0 y=—=£=0 b R N (= |
-4 -4 -4 —4 -4 -4
3.
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
A=l -2 J=2 A=2 -2 3=-21 A=0 2 3=-8 A=0 -2 2/=-11
1 0 1 5 0 1 1 5 1 1 0 5
X = E Yy = f = -4 Z= ﬁ
2 2z 2
4.,
2 -1 -2
A=|-1 1 1|=2
1 -2
2 -1 -2 2 2 2 2 -1 -2
0 1 1 -1 0 -1 1 Y
8 -2 1| 2 1 8 -4 1 -2 8| &
) e SR (P | o ol M ==k |~V ) W, e e =
* 2 2 g 2 2 2 2
5.
1 2 2 10 2 -2 1 10 -2
a S 1l=-18 4 -1 1 4 4 1
-2 1 1| -36 -2 -2 1| -54
= = =—=2 -— = —=3
2 1 1 £ 18 3 y 18 18
1 2 10
-1 4
-2 1 -2| 18
2= = =-]1
-18 -18
6.
El determinante de la matriz es, por la regla de Sarrus,
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3 2 1
-2 1 -7
3 -1 8
=3-1-8
+2-(=7)-3
+(=2)- (-1 -1
-1-1-3
—-2-(-2)-8
-3.(=7)- (-1) =
=—8%0

Como el determinante es distinto de 0, la matriz es regular y el sistema tiene una Unica solucién (sistema
compatible determinado).

Aplicamos la regla de Kramer para obtener dicha solucidn:

2 2 1
01 -7
_l2 -1 gl_-—28_7
*= _g 8 2
3 2 1
2 0 -7
|3 2 gl 28 7
Y= _g “28” 2
3 2 2
2 1 0
_13 -1 2/_12_ 3
z= g “ g~ 2

Nota: para calcular la incognita asociada a la columna n, sustituimos la columna n del determinante del sistema por
la columna de términos independientes.

7.

El determinante de la matriz es:

-1 2 -2
-3 5 -1
-1 1 9
=—45+2+6

—10+54 -1

=6+0

Por tanto, la matriz es regular y el sistema tiene una Unica solucion. Aplicamos la regla de Kramer para obtener la
solucion:

1 2 -2 -1 1 -2 -1 2 1

2 5 -1 3 2 -1 -3 5 2 .
=11 9l —= _1-1 -1 9 =1 1 —-1l__=
*= 6 6 Y= 6 z 6 6
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El determinante de la matriz es

1 -2 3

-3 4 -5|=
-1 -7 8

=32-10+63
+12-48 - 35
=14+10

Como es distinto de 0, la matriz es regular, por tanto, el sistema tiene una Unica solucién.

Ademas, como el sistema es homogéneo (el vector de términos independientes es el vector 0), una solucion es
XxX=y=z=0

y, por lo anterior, es la Unica solucion.

En efecto, si aplicamos Kramer, en cada determinante tenemos una columna nula, con lo que el determinante es 0,
con lo que obtenemos la solucién de ceros.

9.

El determinante de la matriz es (usando las propiedades de los determinantes)

V3 243 243 I b 2 _ B
2 1 —1l=243|2 1 -—-1|=2v3(-24)=—-48V3=0
2 -2 10 1 -1 5

Puesto que la matriz es regular, tiene una Unica solucion. Aplicamos Kramer para obtenerla:

—/3 243 243 |-t 2 2
0 1 —-1| 2430 1 =1 _
g2 -2 10l_ 1 -1 5| 243(-8) 1
—4843 —4843 —48J3 3
V3 =3 243 -1 2
2 0 —-1| 23]z 0o -1 _
yt2 2 10l 1 1 5| 24316 2
—483 —4843 —4843 3
V3 243 -3 |2 -
1 0 2432 1 o0
,-12 -2 2 1_ 1 -1 1l_
—484/3 —483

Nota: antes de comenzar los calculos podemos dividir la primera ecuacidn por raiz de 3. De este modo, efectuamos
los calculos sin raices y obtenemos la misma solucidn ya que ambos sistemas son equivalentes.
10.

Para encontrar el determinante general, lo hacemos de la siguiente manera, es importante tener conocimiento
de las determinantes

Por lo que:

3[(~1)(1) — (4)(=3)] —2[(1)(1) — (4)(5)] — 1[(1)(~3) — (~1)(5)]
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Asi que
3—1+12) —2(1 —20) — -3+ 5) =3(11) — 2(—19) — 1(2) =69
Nuestro determinante equivale a 69.
La solucion para “x”.
Luego tenemos que:
Asi que:
12(=1+412) —2(19 - 32) — 1(~57 + 8)
T = D
Luego:
O 12(11) — 2(—13) — 1(—49)
v 69
Finalmente:
207
T = T =
x=3
Ahora veamos:
La solucion para “y”.
Con esto obtenemos el proceso para encontrar a “y":
Asi que:
3(19 — 32) — 12{1 — 20) — 1{8 — 95)
b= D
3(—13) — 12(—19) — 1(—8&7)
v 69
Finalmente obtenemos que:
276
= 69 =
y=4
Ahora veamos la solucién que tenemos para “z”
La solucion para “z"”
Desarrollando las determinantes:
Asi que:
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3(—84+57) —2(8 — 95) + 12(-3 +5)

D
L 3(49) — 2(—87) +12(2)
T 69
Por lo que:
o35
T8 Y
z=5

Y con esto podemos resolver un sistema de ecuaciones lineales de 3x3, en este ejemplo x =3,y = 4, z =5.

RESPUESTAS DEL EJERCICIO 03:

1.(x+3)(2x—1)=9

10 i, D (R

x==2/4=-1/2 x=2

Il
-

13. %2 — 9x — 36

X = I.l ..‘L‘:—ﬁ

2.[x+5|(x—2)=0

x=2x=-—5

5.a°—14a=—45

x=9x=5

11. x2=3x-70=0

x=10 5.7 Novile

14. x% + 2x —48 = 0

3.3°+8y—9=2y

x=—3x=1
6.x°+6x—16=0
x=2x=-—28

9 x24+9x+20=0

X=-4 x=-5

12. x2— 18x+80=0
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